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Аннотация: Геометрия является одной из сложных дисциплин, в которых многие факты взаимосвязаны. Раз-

вить представление учащихся о взаимосвязях между фактами можно, проводя сопоставление при помощи прин-

ципа двойственности. Принцип двойственности известен в проективной геометрии, математической логике. Дан-

ный принцип ярко выражен в одной из теорем новой геометрии треугольника. В традиционном курсе аналитиче-

ской геометрии не изучаются факты новой геометрии треугольника. Для закрепления многих тем курса аналити-

ческой геометрии, например «Расстояние между двумя точками», «Нормальное уравнение прямой», «Угол между 

двумя прямыми» и др., целесообразно рассмотреть на занятиях некоторые факты новой геометрии треугольника  

в декартовой системе координат. Таким образом, вносится элемент новизны в повторяемый материал. В пособиях 

по геометрии треугольника задания решают без применения формул аналитической геометрии, а именно класси-

ческими методами либо в барицентрических координатах. В статье предлагается методика составления пар уп-

ражнений с использованием принципа двойственности в методике преподавания планиметрии. Упражнения со-

ставляются для декартовой системы координат, так как это позволяет продемонстрировать на чертежах двойст-

венность точек. В составленных упражнениях построены два чертежа в параллельных столбцах. Точки могут быть 

в разных случаях вершинами треугольника, центром вписанной окружности, основанием высоты. Стороны исход-

ного треугольника располагаются на осях координат, и их длины сторон составляют пифагорову тройку для луч-

шего понимания учащимися алгоритма решения задачи. Нормальное уравнение прямой показывает необходи-

мость аналитического исследования, поскольку расстояние от ортоцентра до сторон ортотреугольника сложно 

проверить на чертеже из-за малой величины. На множестве таких информационных единиц устанавливаются от-

ношения агрегации (часть – целое), отражающие геометрическое вложение компонентов. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

В математике наиболее строгое выражение прин-

цип двойственности имеет в проективной геометрии. 

Принцип двойственности впервые был сформулиро-

ван Ж.В. Понселе. Данный принцип является главной 

особенностью проективной геометрии. Принцип двой-

ственности – это набор утверждений, устанавливающих 

соответствия между различными объектами. Например, 

двойственными объектами являются «точка» и «пря-

мая», а свойству «точка лежит на прямой» соответству-

ет двойственное свойство «прямая проходит через точ-

ку» [1]. В проективном пространстве двойственными 

являются понятия «точка» и «плоскость». Двойствен-

ными могут быть как теоремы (теорема Паскаля и тео-

рема Брианшона), так и аксиомы. 

Отметим, что принцип двойственности в математи-

ке (математической логике) может быть формализован. 

«Двойственности закон – закон математической логики, 

который гласит, что если формулы А и В равносильны, 

то и двойственные им формулы А* и В* также равно-

сильны»1.  

Двойственные формулы получаются при замене в 

них исходных понятий, отношений или операций на 

двойственные, если они существуют. Так, в математи-

ческой логике двойственными являются операции 

конъюнкции (∧ ) и дизъюнкции (∨ ). Двойственные 

формулы (1) и (2) равносильны и тождественно ис-

тинны:  

 

                                                 
1Кондаков Н.И. Логический словарь. М.: Наука, 1971. 113 с. 

А˅(В˄С)=(А˅В) ˄ (А˅С);                       (1) 

 

А˄(В˅С) =(А˄В) ˅ (А˄С).                      (2) 

 

В дидактике математики принцип двойственности 

можно, как представляется, использовать в менее стро-

гой форме, даже в виде более широкого принципа до-

полнительности, появившегося в квантовой механике 

[2]. Условно двойственными в дидактике математики 

можно считать понятия «вписанная окружность» и «опи-

санная окружность».  

На наш взгляд, принцип двойственности и структу-

рированность знаний ярко выражены в следствиях из 

теорем о пересечении высот треугольника и о пересе-

чении биссектрис треугольника, когда одна и та же 

точка является ортоцентром треугольника АВС и в то 

же время центром вписанной окружности высотного 

треугольника [3]. Точки могут быть в одних случаях 

вершинами треугольника, центром вписанной окруж-

ности, основанием высоты. На множестве таких ин-

формационных единиц устанавливаются отношения 

агрегации (часть – целое), отражающие геометрическое 

вложение компонентов. 

Под новой геометрией треугольника понимают гео-

метрию, в первую очередь связанную с понятием орто-

центра высотного треугольника, антипараллельности 

его сторон, формулами расстояний между центрами 

вписанной и описанной окружности, прямыми и ок-

ружностями Эйлера. Ключевыми характеристиками 

геометрии треугольника являются так называемые за-

мечательные точки: О – центр описанной окружности;  

J – центр вписанной окружности; Н – ортоцентр, или 
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точка пересечения высот; М – центр масс, или точка 

пересечения медиан. С самого начала геометрия тре-

угольника развивалась параллельно с геометрией тетра-

эдра, причем с использованием единых обозначений, 

например О – центр описанной сферы тетраэдра, с вы-

делением центров Оi описанных окружностей на четы-

рех гранях тетраэдра. Если в правильном треугольнике 

и правильном тетраэдре О≡J≡М≡Н – одна точка, то для 

равногранного, но неправильного тетраэдра совпадают 

первые три точки, а точка Н не существует. Тетраэдр,  

у которого высоты пересекаются в одной точке, назы-

вается ортоцентрическим.  

На съезде 2018 года в МГУ в большом пленарном 

докладе В.А. Садовничего «О математике и не только» 

была подчеркнута неизменная роль учителя, который 

учит самостоятельно мыслить, логически рассуждать [4]. 

Выполнение профессиональных задач зачастую требует 

применения математических знаний и методов [5].  

У учащихся в большей степени вызывают затрудне-

ния дисциплины, в которых факты тесно взаимосвяза-

ны. При этом отсутствие даже одной части из цепочки 

размышлений может привести к разрыву этой цепи [6]. 

Одна из традиций российского математического обра-

зования заключается в дедуктивном изложении курса 

геометрии, построенном на адаптированной аксиома-

тической основе [7]. Геометрия всегда считалась слож-

ным предметом. Одной из часто недооцениваемых про-

блем обучения является недостаточное осознание уча-

щимися взаимных связей между фактами. Эта проблема 

характерна для любых учебных дисциплин [8]. Нередко 

учащиеся не связывают в своем сознании учебный ма-

териал с обыденным опытом, ранее пройденным мате-

риалом. Сформировать представление о взаимосвязях 

между фактами можно, разносторонне рассмотрев 

сущность и проявления, при этом проводя сопоставле-

ние2. Математика воспитывает культуру представления 

сложного объекта в виде системы взаимодействия бо-

лее простых. К предмету математики относятся сово-

купность математических понятий и связь между этими 

понятиями3. Процесс развития связей между математи-

ческими понятиями изучает методика математики. Хо-

рошему усвоению теорем и связи между ними способ-

ствует их регулярное повторение при решении задач.  

У учащихся нужно спрашивать: на каких теоремах ос-

новано решение задачи, в чем главная идея решения. 

Это будет содействовать сознательному усвоению 

учебного материала [9].  

Выполнение учащимися расчетно-практических ра-

бот с использованием построений, расчетов, измерений 

активизирует их познавательную деятельность, осуще-

ствляет связь теории и практики в обучении. Практика 

является областью применения и в то же время средст-

вом для проверки теоретического материала [10]. 

В [11] приведен пример расчетно-практического за-

дания по геометрии для учащихся 9 класса, в котором 

используются элементы новой геометрии треугольника. 

В пунктах 11, 12 данного задания требовалось: 

                                                 
2Методика преподавания математики / под ред. С.Е. Ля-

пина. М.: Учпедгиз, 1952. 451 с. 
3Преподавание математики в сельской школе: (Из опыта 

работы) / сост. Ю.М. Колягин, О.А. Боковцев. М.: Просвеще-

ние, 1984. 144 с. 

11*. Проверить, что точки O, M, H лежат на одной 

прямой – прямой Эйлера, причем точка М делит отре-

зок OH в отношении 1:2, считая от точки О. 

12*. Составить уравнение окружности девяти точек, 

проходящей через середины трех сторон треугольника. 

Убедиться, что на этой окружности лежат основания 

высот и середины отрезков, соединяющих его вершины 

с ортоцентром. 

Авторы данной работы считают, что расчетно-

практические задания с успехом могут заменить прак-

тические задачи «реальной математики». В расчетно-

практических работах задачи в большинстве случаев 

связаны с определенным объектом. Эти работы требу-

ют от учащихся умения оценивать правильность полу-

ченного результата, владения навыками счета [11].  

Хорошо организованный самоконтроль является 

важным условием успешности обратной связи. Уча-

щимся необходимо выяснить причину, по которой от-

вет верный либо неверный [12]. Одной из существен-

ных задач обучения является воспитание у учащегося 

ответственности за проделанные расчеты. Этому спо-

собствует проверка решения задач. Умение оценивать 

результат своих действий важен как при решении за-

дач, так и в повседневной жизни. 

По мнению академика П.М. Эрдниева [13], предва-

рительное точное построение фигур дает большие воз-

можности для проверки теорем при помощи измерения 

элементов фигур. Чертеж является необходимым эле-

ментом анализа условия геометрических задач. Верно 

построенный чертеж содействует улучшению глазоме-

ра, создает опору в решении задачи, вырабатывает  

у учащихся умение охватывать соотношение элементов 

чертежа [10; 13]. На наш взгляд, для построения точных 

чертежей целесообразно использовать программу 

GeoGebra. При помощи этой программы можно прове-

рить правильность проведенных построений и расче-

тов, поскольку в ней имеется измерение длины отрез-

ков, градусных мер углов, площадей геометрических 

фигур с точностью до сотых. Авторы [15] считают, что 

решение задач на клетчатой бумаге в большей степени, 

чем решение обычных задач, поможет развить геомет-

рические представления, выработать вычислительные 

навыки, практические умения производить построение 

геометрических фигур.  

В геометрии наглядное представление объединено 

со строгой логикой, и это является ее главной особен-

ностью, выделяющей ее среди остальных наук. В мате-

матике, в отличие от других учебных предметов, изу-

чаемые вопросы находятся в гораздо более тесной 

взаимосвязи [16]. 

По мнению автора [17], педагог может излагать ут-

верждения в виде совмещенной формулы с целью по-

вышения информационной емкости изложенного ма-

териала. Например, из всех треугольников [прямо-

угольников] с данным периметром наибольшую пло-

щадь имеет правильный треугольник [квадрат]. Дан-

ный педагогический прием мотивирует учащихся ос-

воить материал за счет большей логической степени 

обобщения. 

Идеи укрупнения рассматривались как часть фунда-

ментальной философской проблемы диалектического 

единства части и целого еще в древности. Античные уче-

ные Аристотель, Гераклит, Платон видели ее сущность  
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в том, чтобы в исследуемом объекте выделить опреде-

ленные стороны, компоненты, связи, т. е. различные 

элементы, составляющие данное целое, а также зависи-

мость элементов между собой. В настоящее время на-

ряду с философией идеи укрупнения рассматриваются 

в различных научных областях. 

Ф. Кэджори, автор известной «Истории элементар-

ной математики», призывает своих читателей «обратить 

внимание... на удивительные успехи, достигнутые в гео-

метрии треугольника и круга во второй половине де-

вятнадцатого столетия». «Открытие новых теорем в но-

вейшее время, – подчеркивает он, – должно показаться 

нам еще более замечательным, если мы примем во 

внимание то, что фигуры эти подвергались уже внима-

тельному рассмотрению как со стороны остроумных 

греков, так и со стороны длинного ряда геометров, поя-

вившегося после них» [18]. 

Плодотворная разработка геометрии треугольника  

и смежных с ней областей элементарной геометрии 

велась в течение всей первой половины текущего сто-

летия и продолжается также в наши дни. В результате 

этих достижений «геометрия треугольника и тетраэд-

ра» превратилась в стройную и официально признан-

ную научную дисциплину. Тесное соприкосновение 

этой дисциплины с областью школьной геометрии, с од-

ной стороны, и с обширным полем высшей геометрии, 

с другой, делает ее естественным «мостом» между пер-

вой и второй и объясняет большой интерес к ней со 

стороны преподавателей средней школы.  

В [19] термин «Геометрия треугольника» является 

общепринятым, но требующим соответствующих пояс-

нений, таких как двойные (индексные) однозначные 

обозначения замечательных точек, например Hi, Mi, Ni и 

т. д. Очень редко, практически никогда не используют 

обозначение J – инцентр (центр вписанной окружно-

сти). В данной книге используются барицентрические 

координаты. Считаем, что барицентрические и декар-

товы координаты дополнительны. 

В пособии4 задачи решаются классическими эле-

ментарными методами без применения формул анали-

тической геометрии.  

Цель исследования – составление упражнений  

с использованием принципа двойственности, выделе-

ние из компонентов заданий теоремы геометрии тре-

угольника.  

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Исследование включало анализ: 

– педагогической и методической литературы; 

– учебного курса «Высшая алгебра и аналитическая 

геометрия» для студентов 1-го курса специальности 

«Химия, физика и механика материалов» Калмыцкого 

государственного университета;  

– учебного курса «Математика» для студентов 1-го 

курса специальности «Экономическая безопасность» 

Калмыцкого государственного университета;  

– школьного курса геометрии; 

– книг, учебных пособий по геометрии треуголь-

ника. 

                                                 
4Куланин Е.Д., Федин С.Н. Геометрия треугольника в за-

дачах. Изд. 2-е, испр. и доп. М.: ЛИБРОКОМ, 2009. 208 с. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Предлагается следующая методика составления пар 

упражнений с использованием принципа двойственно-

сти (дополнительности) в методике преподавания ма-

тематики (планиметрии). 

1. Выбираем пару двойственных (условно двойст-

венных) понятий. 

2. Составляем упражнения с одним из таких поня-

тий, решаем его. 

3. На основе этого решения составляем и решаем 

упражнение с двойственным понятием.  

4. Анализируем эти упражнения и ход их решения, 

ищем сходные характеристики. 

Заметим, что принцип двойственности при составле-

нии и решении упражнений в планиметрии можно ис-

пользовать в разрезе решения прямой и обратной задач. 

Некоторые планиметрические задачи единого госу-

дарственного экзамена по математике могут считаться 

элементами новой геометрии треугольника.  

Рассмотрим задание5. 

Точки A1, B1 и C1 – основания высот треугольника 

ABC. Углы треугольника A1B1C1 равны 90°, 60° и 30°. 

Найдите углы треугольника ABC.  

Углы треугольника A1B1C1, образованного основа-

ниями высот ABC, равны 30°, 60°, 90°. Найти углы тре-

угольника ABC.  

Ответ: 45°, 75°, 60°, или 135°, 15°, 30°, или 120°, 15°, 

45°, или 105°, 30°, 45°. 

В ответе 4 варианта, один остроугольный и 3 тупо-

угольных.  

AA  1801 ;  

 452:)90180(A  

;21801 BB    

;602:)60180( B  

 752:)30180(C . 

Несмотря на то, что решение задачи арифметически 

выглядит очень простым, решить данную задачу будет 

достаточно сложно. Оценочное понимание смысла за-

дания будет заключаться в понимании следствия из 

теоремы о пересечении высот треугольника [3]. В зада-

чах ЕГЭ по планиметрии отсутствует метод координат. 

Только метод координат позволяет увидеть двойствен-

ность инцентра и ортоцентра.  

Для понимания сути геометрии треугольника надо 

дать представление о теоремах двойственности центров 

окружностей. 

Для составления геометрических задач можно в ка-

честве «числового» образца использовать египетский 

треугольник 3, 4, 5 с углами 36,9° и 53,1°.  

В данном упражнения в качестве длин сторон тре-

угольника АВС берем пифагорову тройку. В этом слу-

чае координаты многих точек будут целочисленными. 

Вычисления не будут слишком громоздкими, и их 

можно будет провести без использования калькулятора, 

это способствует улучшению навыков устного счета. 

Таким образом, в качестве длин сторон треугольника 

можно выбрать числа 3, 4, 5; 5, 12, 13; 8, 15, 17; 7, 24, 

25 и т. д.  

                                                 
5ЕГЭ 2010. Математика. Типовые тестовые задания / 

под ред. А.Л. Семенова, И.В. Ященко. М.: Экзамен, 2010. 55 с. 
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Решим данное задание другим методом. Условно 

назовем его метрическим, поскольку вычисляются дли-

ны сторон. 

Для того чтобы учащиеся лучше понимали алгоритм 

решения, расположим стороны данного треугольника 

на осях координат, т. е. поместим вершину С в начало 

координат, а вершины A и B – на осях OX и OY соответ-

ственно (рис. 1 слева). 

Рассмотрим треугольник J1J2J3, образованный пере-

сечением биссектрис внешних углов треугольника.  

Следствие. Если точка J является центром впи-

санной окружности треугольника АВС, то эта же точ-

ка является ортоцентром треугольника J1J2J3, т. е. 

J(ABC)≡H(J1J2J3) (рис. 1 слева) [5]. Данное следствие 

позволяет провести аналогию с известными в матема-

тической логике законами двойственности А. де Мор-

гана. 

На рис. 1 справа точки J, А, B, C, J1, J2, J3 заменены 

на H, H1, H2, H3, A, B, C соответственно. Точка пересе-

чения высот треугольника АВС (рис. 1 слева) является 

центром вписанной окружности для высотного тре-

угольника H1H2H3, а точки А, B, C являются центрами 

вневписанных окружностей для высотного треугольни-

ка. На рис. 1 высотный треугольник H1H2H3 обозначен 

как АВС. В данном примере преимуществом использо-

вания принципа двойственности по сравнению с клас-

сическим методом является то, что точки чертежа ста-

новятся двойственными и требующими нейтрального 

цифрового представления в координатной плоскости 

т. е. если в символической записи используем обозна-

чения J1, J2, J3, то достаточно стереть знаки J, а вместо J 

в треугольнике ABC поставить H, тогда вместо знаков 

А, В, С нужно поставить знаки ортотреугольника 

H1H2H3 для того, чтобы показать на доске эти механи-

ческие преобразования с буквами. 

Покажем, что центр вписанной окружности египет-

ского треугольника ABC является точкой пересечения 

высот треугольника J1J2J3, образованного биссектриса-

ми внешних углов. 

Найдем координаты вершин треугольника J1J2J3. 

J1 является точкой пересечения прямых 
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Таким образом, точка J(1;1) является центром впи-

санной окружности (инцентром) в треугольнике 

A(0;0)B(0;3)C(4;0), а точки J1(6;6), J2(3;−3), J3(−2;2) яв-

ляются центрами вневписанных окружностей, радиусы 

которых r1=6; r2=3; r3=2. Обратные величины радиусов 

связаны формулой 
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Данное цифровое тождество является арифметиче-

ской моделью теоремы о радиусах внутри и вневписан-

ных окружностей.  

В новом ΔA(6;6)B(3;−3)C(−2;2) (рис. 1 справа) точка 

(1;1) является ортоцентром (точкой пересечения высот) 

H, в котором точки (0;0), (0;3), (4;0) являются основа-

ниями высот.  

На координатной плоскости надо показать сущность 

доказательства теоремы о пересечении трех высот в од-

ной точке, проведенного Гауссом на основе принципа 

двойственности, когда ортоцентр треугольника АВС 

одно временно является центром вписанной окружности 

для треугольника, образованного основаниями высот. 

 

 

 

 
 

 

Рис. 1. Двойственность точек 
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Проверим, является ли точка пересечения высот H 

(ортоцентр) центром вписанной окружности J (ин-

центр) для треугольника H1H2H3, образованного осно-

ваниями высот (ортотреугольник). Для этого покажем, 

что точка H равноудалена от сторон треугольника 

H1H2H3 (рис. 2). 

Возьмем треугольник ABC со следующими характе-

ристиками: 

 

6AB , 4AC ,  45A . 

 

Расположим точку A в начале координат, а точку B 

на оси OX, тогда вершины треугольника ABC имеют 

координаты A(0;0), B(6;0), C(4;4). Параметры данного 

треугольника выбраны не случайно. Очевидно, что тре-

угольник с углом 45° очень удобен для построения на 

клетчатой бумаге. При этом сторона АС и высота BH2 

проходят по диагоналям клеток тетради. Если длина 

стороны АВ кратна 2, то центр описанной окружности 

находится в узлах клеток, т. е. имеет целочисленную 

координату. Длину стороны АВ берем кратную 2  для 

того, чтобы координаты точки B были целочисленны. 

Вычислим координаты точки H1: 

 

BCAHH  11 , 

 

. 

 

Аналогично H2(3;3), H3(4;0). 

Далее находим уравнения сторон ортотреугольника 

H1H2H3: 

 

, 
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. 

 

Для нахождения расстояния от ортоцентра до сто-

рон высотного треугольника подставим координаты 

точки H в уравнение и разделим на нормирующий 

множитель . 
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Таким образом, точка H(4;2) равноудалена от сторон 

ортотреугольника, т. е. она является центром вписанной 

окружности, H(ABC)≡J(H1H2H3). 

Нормальное уравнение прямой показывает необхо-

димость аналитического исследования, поскольку рас-

стояние от ортоцентра до сторон ортотреугольника 

сложно проверить на чертеже из-за малой величины. 

Вычислим стороны высотного треугольника: 

106,0)13(6,06,08,1 21
222222

21  HHHH , 

 

108,0)13(8,04,28,0 31
222222

31  HHHH , 

 

101031 32
222

32  HHHH , 

 

10;108,0;106,0:321 HHH . 

 

Обратите внимание на то, что данный треугольник 

подобен египетскому 3, 4, 5, использованному в преды-

дущей задаче. 

 

 

 
 

 

Рис. 2. Теорема о пересечении трех высот 
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