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Аннотация: В педагогическом сообществе постоянно идет дискуссия, посвященная разнице между визуаль-

ным и аналитическим мышлением, а также вопросам психолого-педагогического обоснования концепции нагляд-

ного обучения математике. Данная работа в продолжение этой дискуссии направлена на выявление понимания 

визуальных образов. Цель исследования состоит в выявлении роли образов в формировании математических по-

нятий (на примере понятия функции). Новизна работы заключается в том, что образ рассматривается не как ре-

зультат, а как условие понимания математического понятия. Использованы теоретические и экспериментальные 

методы исследования (анализ психолого-педагогических источников, тестирование, наблюдение). Для достиже-

ния цели разработаны специальные исследовательские вопросы. Выявлена роль влияния использования образов  

и представлений, исходно имеющихся в мышлении обучающегося, на эффективность понимания сущности мате-

матического понятия. Обнаружено, что наилучшие результаты понимания сущности математических понятий де-

монстрируют те студенты, которые владеют навыками и визуального, и аналитического мышления. Показано, что 

визуальный и аналитический виды мышления не всегда согласуются друг с другом, поэтому методически выве-

ренное обучение математическим понятиям и отношениям должно быть соразмерно сбалансировано. Преоблада-

ние того или иного вида мышления у обучающихся носит индивидуальный характер. Учет в педагогической прак-

тике исходных образов, представлений и ассоциаций обучающихся – необходимое условие для успешного ис-

пользования методов наглядного обучения. Визуализация является важным методом изучения математики, однако 

понимание математических понятий не предполагает изоморфизма между пониманием понятия и его образом. 
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математике. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Польза визуализации при создании эффективных 

образовательных программ, в которых активно исполь-

зуются визуальные образы изучаемых объектов, в на-

стоящее время очевидна, что подтверждается множест-

вом публикаций на эту тему. Однако интерес представ-

ляет не только трансляция учебного материала визу-

альными средствами, но и то, какие образы формиру-

ются у обучаемых как отклик на визуальные ряды. 

Так, в фундаментальной работе [1] авторы исследу-

ют роль образов в формировании математических по-

нятий, при этом утверждается, что на самом деле имеет 

место спектр видов мышления, в полюсах которых рас-

положены алгебраический и геометрический виды. Та-

ким образом, можно утверждать, что к вопросу визуа-

лизации нужно подходить дифференцированно, т. е. 

необходимо учитывать типы мышлений обучающихся, 

иначе применение визуализации не обеспечит ожидае-

мого результата. Визуализации в контексте философии 

математики и ее роли в математических доказательст-

вах посвящена работа [2]. В ней показано, что учителя 

предлагают школьникам для углубления понимания 

учебного материала «перепроверять» доказательства 

теорем, используя примеры или визуальные образы.  

В [3; 4] c точки зрения психофизиологического подхода 

обсуждается возможность поиска целей, заданных гео-

метрическим понятием. Например, исследователи четко 

контролируют уровень сходства цели и дистракторов 

[3]. Авторы [3; 4] обнаружили влияние факторов типа 

цели на характер дистрактора и, как следствие, на зри-

тельный поиск объекта в процессе восприятия. В рам-

ках образного мышления в науке в работе [5] в общих 

чертах рассматривается соотношение между абстракт-

ным и наглядным методами в математике. В частности, 

показано, что образное мышление хорошо отзывается 

на геометрические образы, т. е. на наглядные (визуаль-

ные) методы. Исследование организации и моделиро-

вания предметно-пространственной среды у детей до-

школьного возраста проведено в работе [6]. В [7] обсу-

ждаются ценностно-результативные аспекты визуали-

зации, аспекты создания методик и приемов обучения, 

развивающих у обучающихся способность создавать 

визуальные образы, за счет чего формируется культура 

визуализации.  

В монографиях [8; 9] понятие образа изучается в кон-

тексте семиотики, причем считается, что образ – это 

один из компонентов знака. В исследованиях [10; 11] 
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показано, что в процессе обучения ученики прибегают 

к ряду семиотических модальностей для понимания 

смысла математических понятий. Использование на-

глядного обучения позволяет преодолеть сухость логи-

ческих структур и формализм применения понятий и те-

орем в процессе обучения. Принцип наглядности глу-

боко разработан в работах Е.И. Смирнова и его учени-

ков [12]. Следует отметить, что существуют различные 

концепции наглядного обучения и подходы к нему [12; 

13]. Степень осознанности понимания математических 

понятий исследовалась авторами [14]. Ими предложена 

модель, учитывающая степень сформированности ма-

тематической грамотности, которая позволит выстраи-

вать индивидуальные образовательные маршруты для 

обучающегося. Взаимосвязь между восприятием мате-

матического объекта и знаково-символической дея-

тельностью раскрыта в [15]. В фундаментальной работе 

[12] приводится технология наглядного моделирования 

и подробный анализ истории использования наглядных 

методов обучения в математике. Как отмечается в [12], 

весьма важным является психолого-педагогическое 

обоснование концепции наглядного обучения математи-

ке. В этом свете существенно не только использование 

какого-либо метода наглядного обучения, но и выявле-

ние образов, представлений, уже имеющихся в мышле-

нии обучаемых. Именно на эти образы и представления 

накладываются наглядные образы, предъявляемые пре-

подавателем. Изучение этих исходных образов, нали-

чие или отсутствие которых сильно влияет (как пози-

тивно, так и негативно) на эффективность использова-

ния наглядных методов обучения, представляет собой 

отдельную проблему. Особенность данной работы за-

ключается в том, что здесь образ рассматривается не 

как результат, а как условие понимания. Таким обра-

зом, исходные образы и представления исследуются  

с позиции соответствия содержанию изучаемого поня-

тия (в нашем случае понятию функции). 

Согласно исследованиям [16], схемы образов и их 

преобразования обеспечивают основу для мышления, 

рассуждения и воображения. С одной стороны, образ 

является результатом чувственного восприятия челове-

ка [17], с другой – итогом отражения существенных 

сторон объекта [18]. Первый подход предполагает на-

полнение образа различного рода деталями, а второй 

подход направлен в сторону создания абстракций, 

уменьшения числа деталей. Для математики большую 

значимость имеет второй подход. 

Образ математического понятия – это не просто 

геометрическая картинка, а некоторое семантическое 

поле, которое связывает различные составляющие ког-

нитивного опыта и является результатом абстрагирова-

ния и обобщения. В случае сформированности матема-

тических образов обучающийся оперирует не столько  

с заданными алгоритмами работы с математическими 

объектами, сколько с самими математическими объек-

тами. Наличие образов позволяет представить матема-

тическое понятие целостно, хотя не всегда образ вос-

принимается учащимися адекватно [19]. 

В математике образ понимается как объект преобра-

зования другого математического объекта и отличается 

от житейского понимания образа. Информация, кото-

рую на занятии транслирует преподаватель посредст-

вом слова, воспринимается обучающимся в виде каких-

то образов или ассоциаций либо не воспринимается, если 

образ найден не будет. Для эффективного восприятия 

слов необходимо также иллюстрировать их смысл гео-

метрически, формируя через это понятийное ядро пред-

ложенного учебного материала. В данной работе в движе-

нии к сущности понятия упор делается на образно-

геометрическую модальность восприятия обучающихся.  

Проанализируем формирование и роль понятийных 

образов на примере изучения понятия функции. В этой 

связи одним их важных аспектов формирования обра-

зов является его визуализация. А. Аркави определяет 

визуализацию следующим образом: «Визуализация – 

это способность, процесс и продукт создания, интер-

претации, использования и размышления над картин-

ками, изображениями, диаграммами, в нашем сознании, 

на бумаге или с помощью технологических инструмен-

тов, с целью отображения и передачи информации, об-

думывания и развития ранее неизвестных идей и углуб-

ления понимания» [20, с. 217]. Ясно, что в процессе обу-

чения математике визуализация может быть мощным 

инструментом для изучения математических объектов. 

В данной работе представлены некоторые результа-

ты изучения ментальных представлений студентов, ка-

сающихся понятия функции. При этом исходными об-

разами считаются образы математических понятий, 

усвоенные учащимися в ходе обучения в школе. Ис-

ходные образы и их соответствие содержанию понятия 

функции изучаются через следующие исследователь-

ские вопросы нашей работы: 

1. Какие визуальные образы имеют студенты отно-

сительно понятия функции? 

2. Как студенты работают с заданной визуализацией? 

3. В какой степени студенты используют визуаль-

ные образы при исследовании функций? 

Для ответа на эти вопросы был проведен констати-

рующий эксперимент. 

Цель работы – исследование роли образов в форми-

ровании математических понятий на примере понятия 

функции. 

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В исследовании использовались теоретические и эк-

спериментальные методы (анализ психолого-педагоги-

ческих источников, эссе, тестирование, наблюдение).  

В ходе практических и лекционных занятий изучалось 

понимание студентами всех аспектов понятия функции. 

Часть практических занятий была записана на камеру. 

Наблюдение за работой студентов во время учебных 

занятий и анализ учебного материала привели к созда-

нию теста, содержащего несколько задач, связанных  

с пониманием функции, и эссе на тему, связанную с ин-

терпретацией этого понятия. Студенты работали над 

этим вопросником в учебное время под наблюдением 

преподавателя. В данной работе мы сосредоточились на 

задачах и теоретических вопросах, раскрывающих раз-

личные аспекты образа функции. 

Испытуемыми стали студенты трех групп первого 

курса Казанского государственного архитектурно-

строительного университета направления подготовки 

«Строительство». Первая группа состояла из 27 студен-

тов, вторая – из 28, а третья – из 26. В общей сложности 

был опрошен 81 студент.  
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Опрос осуществлялся исходя из предложенных ва-

риантов тестовых заданий, содержащих как открытые, 

так и закрытые вопросы, а также включал задачи, тре-

бующие некоторого времени для выполнения. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

О сформированности образа понятия функции  

в общеобразовательной средней школе 

В учебниках алгебры и начала анализа за 10 класс 

изучение функции начинается с того, что одни числа 

связывают с другими. Например, числовая функция 

определяется как соответствие, которое связывает чис-

ло x из множества D(f), называемого областью опреде-

ления, с числом y, зависящим от x по некоторому пра-

вилу, образующее множество значения E(f). Рассмот-

рим на примере тригонометрических функций роль их 

образа в формировании у обучающихся понятия триго-

нометрических функций. Знакомство с тригонометри-

ческими функциями ведется исходя из геометрической 

интерпретации. Для этого вводят декартову прямо-

угольную систему координат хОу с расположением 

осей под углом 90°: «Будем считать ось Ох располо-

женной горизонтально с положительным направлением 

слева направо, а ось Оу расположенной вертикально  

с положительным направлением снизу вверх. Рассмот-

рим окружность единичного радиуса с центром в нача-

ле координат. Такую окружность принято называть 

единичной или тригонометрической. Выполним пово-

рот луча Ох на угол α относительно точки О, считая, 

что при положительных α поворот осуществляется про-

тив хода часовой стрелки, при отрицательных α – по 

ходу часовой стрелки, а при α=0 луч Ох остается на 

месте. При этом нам несущественно, в каких единицах 

выражена величина угла поворота α. Как принято в ма-

тематике, мы будем пользоваться или градусной, или 

радианной мерой углов. Абсцисса точки пересечения  

с тригонометрической окружностью луча, полученного 

после поворота луча Ох на угол α относительно точки О, 

называется косинусом угла α и обозначается cos,  

а ордината – синусом угла α и обозначается sin»
1
  

(рис. 1). 

 

 

 
 

Рис. 1. Тригонометрическая окружность 

                                                           
1 Алгебра и начала анализа: учебник для 10-11 классов об-

щеобразовательных учреждений / под ред. А.Н. Колмогорова. 

17-е изд. М.: Просвещение, 2008. 384 с. С. 14–15. 

Тригонометрическая функция определяется визу-

ально и связывает угол с точками на единичной ок-

ружности
2
. Однако само понятие тригонометрической 

функции как математического объекта вводится не во 

всех учебниках, хотя основные формулы, связывающие  

тригонометрические функции, приводятся. Школьники 

изучают этот объект, как правило, визуально, а свойства 

его заучиваются в виде таблиц формул. После того как 

студенты получат первое представление о тригономет-

рических функциях угла на единичной окружности, им 

сложно переключиться на общее понятие тригонометри-

ческой функции, принять ее как функцию на числовой 

оси (рис. 2). Приходится ломать устоявшееся представ-

ление, хотя первые построения графика синусоиды 

(рис. 3) приводятся еще в школе. Таким образом, изуче-

ние общего понятия функций вступает в некий конфликт 

с уже устоявшимися представлениями основных элемен-

тарных тригонометрических функций. В 11 классе в оп-

ределение тригонометрической функции добавляется 

соответствие между множеством вещественных чисел x 

и отрезком y∈ [−1; 1]
3
, а также вводятся понятия облас-

ти определения и множества значений на уровне фор-

мул. Одиннадцатиклассники находят для функций, оп-

ределяемых как линейные комбинации тригонометри-

ческих функций, области определения и множества 

значений, решая тригонометрические уравнения. Однако 

первокурсники слабо справляются с заданиями, связан-

ными с пониманием сущности определения функции, 

введенного в курсе математического анализа, нахожде-

нием их области определения и множества значений. 

Определение образа для аргумента (прообраза) функции 

на примере тригонометрических функций является для 

большинства невыполнимой работой. В школе достаточ-

но подробно изучается тригонометрия треугольников,  

а не тригонометрия периодических функций. 

О формировании понятия функции в высшей 

школе 

В курсе высшей математики определение функции 

задается как некое правило или отображение, которое 

ставит в однозначное соответствие каждой независимой 

переменной x из множества, называемого областью 

определения функции, зависимую переменную y из 

множества значений функции. При этом пишут: y=f(x), 

x∈D(f), y∈E(f). Таким образом, функция переводит, или 

отображает, элементы одного множества D(f) в элемен-

ты другого E(f). Данное определение представляет из-

мененный образ функции. Если формально в школе, 

например, сформировался образ тригонометрической 

функции синуса как ординаты точки единичной окруж-

ности, соответствующей заданному углу, то дополнить 

до нового содержания образа функции синуса для неко-

торых студентов становится препятствием (рис. 1).  

Рассмотрим пример: задаем функцию y=sinx, где x∈R, 

y∈ [−1; 1]. Данная функция является 2π-периодичес- 

кой, нечетной. Далее рассмотрим функцию y=sinx, 

                                                           
2 См. 1. 
3 Алгебра и начала математического анализа: учебник  

для 11 классов общеобразовательных учреждений: базовый  

и профильный уровень / под ред. А.Б. Жижеченко. 2-е изд. М.: 

Просвещение, 2010. 336 с. С. 3. 
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Рис. 2. График функции синуса 

 

 

 

 
 

Рис. 3. Построение графика синусоиды 

 

 

 

где 






 


2
;

2
x , y∈ [−1; 1]. Эта функция обладает дру-

гими свойствами, она обратима, т. е. имеет обратную 

функцию y=arcsinx, где 






 


2
;

2
y , x∈ [−1; 1], а так-

же нечетная. Кроме того, график этой функции распо-

ложен в отрезке 






 


2
;

2
x  и совпадает на нем с пре-

дыдущей функцией, вне этого отрезка график не суще-

ствует, в отличие от графика функции на рис. 2. Следо-

вательно, несмотря на одинаковое написание самой 

функции, они отличаются между собой существенным 

образом. Такой когнитивный диссонанс возникает у тех 

студентов, у которых графический образ функции си-

нуса тесно связан с ее школьной трактовкой через три-

гонометрическую окружность. Задача нахождения об-

раза функции через график функции вызывает у сту-

дентов серьезные затруднения.  

Ниже приведем результаты экспериментов, соответ-

ствующих исследовательским вопросам. 

Визуальные образы функции 

Для получения информации о том, какие визуаль-

ные образы понятия функции у студентов сформирова-

ны, им было предложено ответить на вопрос: «Как Вы 

понимаете определение функции, можете ли охаракте-

ризовать ее графически?» 

Если судить по результатам опроса, то большинство 

студентов четко не представляют себе, что определение 

функции предполагает наличие двух множеств (области 

определения и области значения) и правила, устанав-

ливающего соответствие между элементами этих мно-

жеств. Они путают указанные множества, часто не 

осознают, что график функции и представляет собой 

соответствие, правило, по которому сопоставляются 

элементы множеств, не понимают важности однознач-

ного соответствия между элементами областей. Знания 

студентов о графической интерпретации функции мож-

но представить двояко: одни функции представляют 

либо геометрически без введения системы координат, 

либо графически в системе координат xOy. 

Вместе с тем заметим, что, как показали эксперимен-

ты, понимание сущности понятия функции коррелирует 

с формой визуального представления функции. Графи-

ческое задание функции дает целостное представление  

о функции и позволяет наглядно видеть свойства функций 

(возрастание, убывание, наличие экстремумов и т. д.), но 

плохо соотносится с решением задач, связанных с выяс-

нением свойств функций через вычисления. Аналитиче-

ское задание функции (в виде формул) приводит к тому, 

что студент концентрируется на вычислениях, забывая 

об определении функции и существенных свойствах за-

данных функций. В этом отношении тригонометриче-

ские функции представляют особую сложность для по-

нимания, так как в записи этих функций не виден непо-

средственно алгоритм вычисления значений функций 

(невозможно подобно степенным функциям непосредст-

венно вычислить значения функции), поэтому аналити-

ческий подход в вычислениях тригонометрических 

функций возможен, если студенты знают свойства этих 

функций. Результаты анализов ответов на понимание 

определения функции представлены в таблице 1. 

Кроме того, было предложено написать эссе – рассу-

ждение на тему ассоциаций, связанных с понятием 

функции. Приведем пример ассоциации студента на во-

прос о функции: «У меня это ассоциируется с планом, 

т. е. распорядком дня. Время – это переменная x, а дело 

или деятельность – это функция времени». Тем самым 

каждому времени суток соответствует деятельность. Как 

видно, ассоциации весьма далеки от математики. 
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