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Аннотация: В статье рассматриваются некоторые подходы к решению дифференциальных уравнений булевых 
функций на конкретных примерах. Целью работы является представление достаточно сложных вопросов на про-
стейших примерах.

Приведены примеры решения дифференциальных уравнений в частных производных. Материал статьи будет 
полезен тем, кто только начинает заниматься изучением данного направления.

Введение
Современная экономика использует цифровые си-

стемы для управления потоками передаваемой инфор-
мации. Актуальной и значимой становится возможность 
описания динамического развития технических систем 
на основе методов логического дифференциального 
исчисления. Представив описание функционирования 
цифровых систем в виде дифференциальных операто-
ров и логических дифференциальных уравнений, мы 
получаем возможность для анализа и изучения сложных 
динамических систем с дискретными состояниями и из-
менениями их свойств. Результаты анализа позволяют в 
дальнейшем синтезировать новые системы, обладающие 
свойством самодиагностики за счет повышения их чув-
ствительности при достаточной помехозащищенности.

Булево дифференциальное исчисление возникло как 
потребность обработки электрических инженерных за-
дач в области кодов, исправляющих ошибки тестирова-
ния передачи сигналов по каналам цифровых коммута-
ционных цепей. Учитывая, что современные сетевые и 
коммуникационные технологии постоянно совершен-
ствуются, потоки передаваемой информации увеличива-
ются, актуальным остается вопрос эффективного и по-
мехозащищенного кодирования информации. Поэтому 
появление новых инструментов в виде булевых диф-
ференциальных исчислений может внести свой вклад в 
повышение результативности работы технических спе-
циалистов в сфере защиты информации, передаваемой 
цифровым способом. Также отметим, что в настоящее 
время оно может быть использовано для моделирования 
деятельности конечных автоматов, дискретных событий 
динамических систем. Это одно из современных направ-
лений исследований, связанных с разделом дискретной 
математики, которое особенно актуально для средств 
цифровой обработки данных.

В последнее время появились публикации об исполь-
зовании булевых функций при решении дифференци-
альных уравнений. В основном это зарубежные публи-
кации. Сейчас это направление развивается и в нашей 
стране.

Постановка проблемы в общем виде и ее связь с 
важными научными и практическими задачами обо-
сновывается стоящими перед страной приоритетами 
экономического развития, среди которых становление 
высокотехнологичной сети коммуникаций современной 
связи и безопасной передачи информации по цифровым 
каналам является одной из наиболее важных проблем 
(Л.В. Глухова [1]). 

В этой связи происходит постоянный поиск новых 
инструментов для повышения помехозащищенности 
сетевых коммуникаций. Растет потребность в специ-
алистах технического профиля, имеющих навыки прак-
тического решения возникающих проблемных вопро-
сов в компьютерных системах. Корректировку сбойных 

ситуаций специалисты выполняют на основе исполь-
зования существующего математического аппарата, с 
учетом арифметико-логических основ взаимодействия 
составных компонентов вычислительной техники и 
компьютерных коммуникаций. Эффективными матема-
тическими инструментами являются алгебра логики, ме-
тоды дискретной математики и логического дифферен-
циального исчисления. Они позволяют моделировать в 
динамике деятельность сложных систем и оценивать их 
состояние в текущий момент времени (С.С. Марченков 
[2], А.В. Чернов [3], А.Д. Закревский [4], М.С. Спирина 
[5], Ю.П. Шевелев [6], О.Н. Ярыгин [7]).

Вопрос эффективности применения булевой алгебры 
в настоящее время не вызывает сомнения. Истоками ее 
зарождения можно считать далекий 19 век, когда Джорж 
Буль заложил основы алгебры логики, построенной на 
логических высказываниях. Для каждого из высказыва-
ний выполняется оценка утверждением, имеющим опре-
деленное значение: истинное или ложное (Yanushkevich 
[8], Postnoff [9], Steinbah [10]).

Сегодня ключевые принципы булевой алгебры поло-
жены в основу арифметико-логических операций, про-
изводимых в памяти компьютера; во всех языках про-
граммирования присутствует логический тип обработки 
данных. Поэтому подготовка специалистов в области 
информационных технологий и вычислительных систем 
должна включать изучение не только основ булевой ал-
гебры или дискретной математики, но и формировать 
практические навыки применения дифференциальных 
вычислений. Тогда на практике они смогут применять 
их для управления возникающими сбойными ситуация-
ми в сложных технических системах (О.Н. Ярыгин [11; 
12], A.D. Talanchev [13]).

Анализ последних исследований и публикаций, в кото-
рых рассматриваются аспекты вышеописанных про-
блем (B. Steinbach and Ch. Posthoff [14; 15], F.M. Brown 
[16]) отражает растущий интерес к области дифферен-
цирования функций алгебры логики. В дальнейшем в 
статье авторы опираются на выводы работ зарубежных 
авторов прошлого века (S.B. Akers [17], A. Thayse [18]), 
D. Bochmann ([19], R. Scheuring, H. Wehlan [20]), совре-
менные работы в этом направлении и способы решения 
дифференциальных уравнений булевых функций (B. 
Steinbach and Ch. Posthoff [21]), а также на собственные 
изыскания.

Булевы функции от n аргументов представляют со-
бой в дискретной математике отображение Bn → B, где 
B = {0,1} – булево множество. Здесь элементы булева 
множества {1, 0} обычно интерпретируются как логиче-
ские значения «истинно» и «ложно», хотя в общем слу-
чае они рассматриваются как формальные символы, не 
несущие определённого смысла [22].

В настоящее время булевы функции продолжают из-
учаться. Появляются работы, в которых рассматривают-
ся особенности дифференцирования булевых функций. 
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Необходимость изучения этих направлений обосновы-
вается потребностью управления сложными динамиче-
скими системами с дискретными состояниями, а также 
при моделировании и исследовании состояний конеч-
ных автоматов, что и предопределило выбор темы ис-
следования, сформировало цели данной статьи, которые 
в общем виде можно сформулировать следующим об-
разом: рассмотреть на конкретных примерах решение 
простейших дифференциальных уравнений булевых 
функций. Новизна практических выводов заключается в 
том, что в нашей стране мало внимания уделяется дан-
ному вопросу и в публикациях решение практических 
примеров в этой области исследования фактически от-
сутствует.

Изложение основного материала статьи состоит 
в следующем. За основу логического решения диффе-
ренциальных уравнений булевых функций возьмем из-
вестный математический аппарат классического диффе-
ренциального исчисления для вещественных функций 
одного или нескольких действительных переменных. 
Это понятия производной, в которой обосновывается, 
как изменение аргумента влияет на изменение значения 
функции и понятие дифференциала.

Рассмотрим простой и чаще всего используемый в 
приложениях подход, базирующийся на двухэлемент-
ной булевой алгебре со множеством B = {0,1} на буле-
вых бинарных переменных  { }1,0∈x  и на векторах пере-
менных  ),....,( 21 kxxxx =  в логическом пространстве.

Известно, что булева функция )(xf  описывается ото-
бражением BBf k →:   и множество из n функций опи-
сывается как  { }nffF ,...,1=  и может быть представлено 
в виде карт  nk BBf →:  [22].

Логическое уравнение булевых функций в об-
щем виде )()( xfxf ji =  может быть описано в виде 
однородного уравнения  0)( =xf  совместно с 

)()()( xfxfxf ji ⊕=   и множествами из одновре-
менных равенств  { }0,...,01 == nff  , которые всег-
да могут быть комбинированы в единую форму вида  

0...1 =++ nff . Здесь и в последующем знак ⊕  обозна-
чает сложение по модулю 2, или операцию исключаю-
щего «или» (XOR).

Подойдем к достижению поставленных целей по-
этапно: сначала введем понятие производной и рассмо-
трим его, затем введем понятие дифференциала и диф-
ференциального уравнения, а затем приведем примеры 
решения дифференциальных уравнений булевых функ-
ций.

Рассмотрим производную булевых функций более 
подробно.

Предположим, что Bx∈   и mBy∈ . Тогда произво-
дная от булевой функции  xyxf ∂∂ /),( , где сама булева 
функция описывается как ),( yxf  по отношению к пере-
менной x есть функция BBxf m →∂∂ :/ , имеющая вид, 
представленный в формуле (1) или (2).

),1(),0( yfyf
x
f

⊕=
∂
∂  .                    (1)

),(),( yxfyxf
x
f ′⊕=
∂
∂ .                  (2)

Она принимает значение единицы только тогда, когда 
изменение значения x изменяет и значение f.

Максимальное и минимальное значения функции  

),( yxf  по отношению к переменной  изменяются по 
формулам (3) и (4) соответственно.

),(),(max yxfyxff
x

′+= .                  (3)

),(),(min yxfyxff
x

′= .                     (4)

Пусть kBx∈  и mBy∈ .
Тогда, производная xyxfk ∂∂ /),(  булевой функции 

),( yxf  по отношению к k переменным в «x» есть 
функция BBxf mk →∂∂ :/ , вычисляемая по формуле 
(5).
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Максимум и минимум функции по отношению к не-
скольким переменным определяется соответственно.

Рассмотрим дифференцирование.
Пусть переменная dx определена выражением (6) и 

называется дифференциалом переменной x, и описывает 
ее приращение (dx). Кроме того, вектор (7) назовем диф-
ференциалом x .

           (6)
*xxx ⊕=∂                               (7)

Он описывает приращение составляющих вектора x   
, когда x  изменяется совместно с другими значениями. 

Отметим, что в kB  x  является точкой и xd  – это 
направление от  x  к  *x . Итоговое значение дифферен-
циала булевой функции  )(xf  показано в формуле (8).

 .                  (8)

Дифференциальное уравнение в частных произво-
дных для булевой функции ),( yxf   по отношению к 
аргументу  x  показано в формуле (9).

 .                            (9)

А k-й частный дифференциал булевой функции 
),( yxf  по отношению к x  можно представить в виде 

формулы (10).

)),((...
1

yxfddfd
kxxx

k = .                (10)

Таким образом, дифференциальные уравнения буле-
вых функций 0),( =xdxf , а также булевых уравнений 
могут быть решены на основе дифференциальных опе-
раторов.

Рассмотрим пример 1.
Пусть имеется булева функция f (x1, x2, x3), заданная 

следующим выражением: 
f(x)=f(х1, х2, х3) = х1 х2 х1 3x .

Будем использовать формулу (2) для дифференциро-
вания по каждой переменной  с изменением переменных 
по х1, х2, х3 и их изменения попарно.

М.С. Спирина, А.А. Гудков
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Имеем:

Определим 
),,( 321

3

xxx
f

∂
∂  .

Используя формулу (2) для решения дифференци-
ального уравнения с изменением сразу трех перемен-
ных, получим:

Таким образом, получим результат решения диффе-
ренциального уравнения булевой функции в виде

Получается, что булево дифференциальное уравне-
ние вида

)x,x,x(g
)x,x,x(

)x,x,x(f
321

321

321
3

=
∂
∂

включает неизвестную функцию )x,x,x(g 321 .Тогда в рассмотренном выше примере решение диф-
ференциального уравнения будет иметь следующий вид:

Рассмотрим пример 2. Пусть имеется булева функ-
ция от пяти переменных f(x1, x2, x3, x4, x5), заданная сле-
дующим выражением: 

f(x1, x2, x3, x4, x5) = х1 2x х3  1x
 

3x
 
х4  х1х3 5x   х1 х2 х4  

2x х3 х5  3x
 

4x х5.

Будем использовать формулу (2) для дифференциро-
вания по каждой переменной  с изменением переменных 
по х1, х2, х3, х4, х5 и их изменения попарно. Поставим цель 
– определить, какая из переменных в булевом выраже-
нии является наиболее влияющей на конечный резуль-
тат (функцию). Для этого будем попеременно оценивать 
влияние (вес) каждой из пяти переменных. Весом про-
изводной 

  
от булевой функции называется число конституант этой 
производной, т. е. число совершенных элементарных 
конъюнкций в СДНФ, представляющей производную 
функции.
Определим переменную хi, по которой производная ix

f
∂
∂

 имеет максимальный вес, т.е. функция (х1, х2,...х5) зави-
сит от нее наиболее существенно.

Имеем

Для вычисления веса производной 1x
f

∂
∂

, зависящей 
от четырех переменных х2, х3, х4, х5, представим 4-мер-
ное пространство с образующими  в виде 
декартова произведения двух 2-мерных пространств 

 с образующими  и  со-
ответственно.

Тогда производную 1x
f

∂
∂

 можно задать в виде двумер-
ной таблицы: каждому значению 2, 3 переменных х2, 
х3 взаимно однозначно соответствует строка таблицы, 
столбцу – значения 4 , 5 переменных х4, х5, и на пере-
сечении i-й строки и j-го столбца, взаимно однозначно 
соответствующем точке 4-мерного пространства с обра-

зующими , записываем значение 1x
f

∂
∂

  

в этой точке. Вес (p) производной  
1x

f
∂
∂

 равен числу еди-
ниц в табл. 1.
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Таблица 1

х2 х3

х4 х5

0 1 2 3
0 0 0 1 1
1 1 0 1 0
2 0 0 0 0
3 1 0 1 1

Итак, p (
1x

f
∂
∂

) =7.

Аналогично вычислим веса производных 
ix

f
∂

∂
 ,  i = 2, 

3, 4, 5 (табл. 2 – 5). Имеем:

Таблица 2

х1 х3

х4 х5

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1
2 0 0 1 1
3 0 1 0 0

Таблица 3

х1 х2

х4 х5

0 1 2 3
0 0 0 1 0
1 0 1 1 1
2 1 0 1 1
3 0 1 0 0

Таблица 4

х1 х2

х3 х5

0 1 2 3
0 1 0 0 0
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 1 0 0 1

Таблица 5

х1 х2

х3х4

0 1 2 3
0 1 0 1 1
1 1 0 0 0
2 1 0 0 0
3 1 0 1 0

p (
5x

f
∂
∂ ) = 7.

Максимальное значение 
i

max
 

p (
ix

f
∂
∂

) получено 
при дифференцировании функции f по переменной х3. 
Исключая эту переменную, получаем две остаточные 
функции: единичную f (х1, х2, х3 = 1, х4, х5) = f (1) и нуле-
вую f (х1, х2, х3 = 0, х4, х5) = f (0):

Аналогично определяем оптимальное исключение 
переменных на следующем ярусе логической схемы 
(табл. 6 – 13):

Таблица 6

х2

х4 х5

0 1 2 3
0 1 0 1 0
1 1 0 1 1

Таблица 7

х1

х4 х5

0 1 2 3
0 0 1 0 1
1 0 1 0 0

М.С. Спирина, А.А. Гудков
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Таблица 8

х1

х2 х5

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 0 0 1

Таблица 9

х1

х2х4

0 1 2 3
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0

p(
5

)1(
x

f
∂
∂ ) = 3.

Исключаем переменную х1, получаем остаточные 
функции вида:

Таблица 10

х2

х4 х5

0 1 2 3
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0

Таблица 11

х1

х4 х5

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1

Таблица 12

х1

х2 х5

0 1 2 3
0 1 0 1 0
1 0 1 1 0

Таблица 13

х1

х2х4

0 1 2 3
0 1 0 1 0
1 1 0 1 0

p(
5

)0(
x

f
∂
∂ ) = 4.

Исключая переменную х4, получаем остаточные 
функции следующего вида:

В результате получаем логическую схему, реализую-
щую функцию f(х1, х2,...х5) (рис. 1, а).

Критерий оптимального исключения переменных 
имеет эвристический характер, что основано на пред-
положении о том, что чем больше вес производной 

, тем больше функция f зависит от переменной хi. 
Если имеются блоки исключения k переменных, то по-
строение схемы проводят аналогично, вычисляя вес про-

изводных k-го порядка: .
В результате решения дифференциального уравне-

ния булевых функций получена схема, отражающая 
наибольшее влияние каждой из переменных на резуль-
тат (рис. 1).

Рис. 1. Схема взаимодействия компонентов булевой функции
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Получен ответ на вопрос: какую роль играет каждая 
булева переменная в заданном булевом выражении? 
Ответ представлен в графическом виде, что удобно для 
представления схемы на основе импульсов.

Таким образом, приведенные выше решения диффе-
ренциального уравнения булевых функций будут полез-
ны для рассмотрения тем, кто начинает изучать этот до-
статочно сложный раздел дискретной математики.

Практическая значимость изучения решения диффе-
ренциальных уравнений булевых функций имеет боль-
шое значение. С их помощью можно решать задачи 
криптографической защиты информации, контроля на-
дежности работы оборудования, а также изучать функ-
ционирование управляющих систем, считая, что управ-
ляющая система реализует набор булевых функций.
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Abstract: The authors consider some approaches to the solution of Boolean functions differential equations using certain 
examples. The goal of the research is to represent complex questions through the elementary examples. 

The authors give the examples of solution of differential equations in partial derivatives. The paper will be useful to 
people who starts studying this issue.
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